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أجوبة امتحان الدورة E‏ 2010 


التمرين الأول ٠‏ 


° «(0D رر‎ 


لدينا الفلكة (5) معرفة بمعادلتها الديكارتية التالية : 
z2 - 2× - 4y - 67 - 11 = 0‏ + 2ر + 2× : (ى) 
تغين كل المعاذلة والطويفة القال ٠‏ 
4y ( + )z - 6Z( - 11 = 0‏ - ۶ر) + )x - 2x×(‏ 
يعني )z - 3(2 - 11 = 14  :‏ + 2(۶ - ر) + 1(2 - )x‏ 
يعني )z - 3(2 = 25  :‏ + 2(۶ - ر) + 1(2 - )x»‏ 
إذن (5) فلكة مركز ها (3 ;2 ;1)() و شعاعها 5 = A‏ 


° <((€((®0®)09>>— 


لدينا : (0 ;2- ;4)0 و B(1;1;—4)‏ و C(0;1;—4)‏ . 
إذن : (4-:248)1:3 و AC(0;3;—-4)‏ . 


0 1 ل 
3 )م| 3 ABAAC=(|‏ 
4-\ /4- 


واي اه 


و منه: 


lL 1 


ا 
76 + 47 = 
لتكن z(‏ ,ر ,»)1 نقطة من المستوى (48)0) . 
بما أن المتجهة 4€ ۸ 48 متجهة منظمية على المستوى (486) . 
فإن : المتجهتان 4€ ۸ 48 و 4۷0 متعامدتان. 
يعني أن : 0 = AM ‘(AB ^ 4C)‏ 


0 1 
يعني : = )4( :)2+( 
3 2 


يعني : 0 = 37 + (2 + 4)[7 + ×0 يعني : 


4y + 3z + 8 = 0‏ 
و هذه الكتابة الأخيرة عبارة عن معادلة ديكارتية للمستوى (۸8€) . 


٠ <((((@©D2 2((22«<«--« 


(ABC) : 
)0+8+9 +8] | 25 


لدينا : (0)1,2,3) و 8-0 +374 ل 4y‏ 
اذه 25-5 

O7 + 42 +32 5/25 ڇڪ‎ 
d)0, )486(( = ۸F : نلاحظ أن‎ 


إذن المستوى (48)0) مماس للفلكة (5) في النقطة ( ,8 ٣1),‏ 


° <((((O©®DDD>>»>— 


علما أن المتجهة (0,4,3) 4٥‏ ۸ 48 منظمية على المستوى )48٤(‏ . 
لتكن z(‏ ,ر ,»)۷1 نقطة من المستقيم (4) . 

بما أن (۸) مار من 22 و عمودي على (480) . 

فإن المتجهتان ۵M‏ و 40 ۸ 48 متجهتان مستقيميتان . 

(ateR) : OM - 7غ‎  : يعني‎ 


d(Q, (ABC)) = 


XxX - 1 =0t 
(A) : (24: (teR) : يعني‎ 
غ3 = 3 -- جع‎ 


من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحى : 


17 [ ز ز ز ز ز< <ز2ز2 2122202 


(teR) : يعني‎ 


| 

(A) : {y= 4t +2 ; 
7 = 3t +3 

و هذه النظمة الأخيرة عبارة عن تمثيل بارامتري للمستقيم (۸) . 


° >>)9( (222«<«--« 


(ABC) : 4y + 3z + 8 = 0 


x =1 ٠ لدينا‎ 
(A) : در‎ ; (teR) 

3 +3 ح بج 
نعلم أن (/,6 ,»)1 هي نقطة تماس الفلكة (5) و المستوى (4860) . 
إذن: (ABC)|‏ ل (D (OH)‏ 
و نعلم كذلك أن :[(48) 1 (2])4) و |(3(]06)4 


من (1) و (2) و (3) نستنتج أن : (۸) = (0134) يعني : (۸)ع1 


He(A) eT e 
٠ لتحديد احدائيات النقطة 7 ننطلق من النظمة التالية‎ 
e ۰ و ء ياب هن‎ 
عم‎ 1 
6 - اا 2+ غ4‎ 
0 ٠ ه النظمة تكافء‎ 
وبع دار‎ i (ER) : اد فى‎ 


0 ع 8+ +3y‏ 46 
نعوض قيم ى و 6 و في المعادلة الرابعة من النظمة نحصل على : 

4(4t + 2( + 3(3t + 3) + 8 = 0‏ 
نحل هذه المعادلة البسيطة نحصل على : 1- = † 
نعوض ا بالعدد 1- في المعادلات الثلاث الأولى نجد : 


01-1 
2- = 2+ (1-)4 = ۶ 
y = 3-1) +3 =0‏ 
و بالتالي : (0 ;2- ;1)1 هي نقطة تقاطع (۸) و المستوى (480) . 


° <((((©®)DDDD>»>—e 


للتحقق من أن (0 ;2- ;1)1 هي نقطة تماس المستوى )۸8€٤(‏ 

و الفلكة (5) يكفي أن نتحقق من أن مثلوث إحداثيات النقطة 11 يحقق كلا من 

معادلتي المستوى (486) و الفلكة (5) . 

4y 62-11 0‏ - ×2 - كج + 2ر + 2× : (ى) 
n‏ 

يكفي إذن أن نعوض 2 و ر و ج على التوالي بالأعداد 1 و 2- و 0 

في معادلتي (48)0) و (5) و نرى هل تتحقق المتساويات . 

لدينا : 0 = 11 - 0 × 6 - (2-)4 - 1 × 2 - 02 + 2(5-) + 12 

He )8( : إذن‎ 

و لدينا كذلك : 0 = 8 +8- = 8+ (3)0 + (2-)4 

H e (ABC) : إذن‎ 

و بالتالي : 77 هي نقطة تماس المستوى (480) و الفلكة (5) . 


1 اکان انت 


° 6 


لنحل في € المعادلة : 0 = 64 + 7 810/3 z2‏ 

A = )-8,/3(5 -4 × 64 = -64 = )8(2 : لدينا‎ 

لن المعادلة ن انن القن وو المسرفيق يها يلي 

817/3 + 8i 
2 


لدينا : 


8i 
= 4/3-4 وج و‎ = - 40/3 + 4i 


020 
rT JIT 


(aff (4) = a = 8i 
aff (B) = b = 4/3 - 4i 
aff (C) = c = 2(4۷3 + 4i) اا‎ 
aff(M) =z 
af f (M') - 2 
۸02) :)۶( م.م‎ )P( 


لدينا الد ان R‏ ف بما 
و وران 7 معر يلئى: . M7‏ جا )2 


إذن حسب التعريف العقدي للدوران ۸ : (60- 5-0 = (0 - ج) 


ننطلق من الكتابة : R(M)( = M'‏ 


° )د + )5( = م 


يعني (cos (r +) + isin (r + 2)) z‏ = ع 

z7 = 6 COS 6 — isin © 7  : يعني‎ 

بش )= 

° >32 2(2««<«« 
aff (4) x (2-1) = 8i )-1- 2 : لدينا‎ 


= -4i + 4۷3 = af f )8( 


1 كه ا 3 1 
حصلنا إذن على العلاقة التلية : (8) ۴ × ( 1 - 5 -) = (4) f۶‏ 
و هي نفسها الكتابة العقدية للدوران ۸ 
و من تلك الكتابة نستنتج أن : 8 = (۸)4 


° <C (ODIDD™— 


ab ___ 8i (43-4) 
c—b کک‎ 
لات‎ ` 3(1 +1/3:( 
_ (Fi - (0/5: - 1) _ (VD - 20/50 + 
` )1+1/3:(00/3:-1( (3i) -1 
_ 2-231 -2 231 1 0/3: 
ري يعي حي سكسس‎ 
= cos )2( + isin (E) - 5 
0 - 0 ir 
c—þ a 
>60660039)2( 2222 22<« ١ 
0 - pb 
2-7 0 : حضيانا على 0 0 يعني‎ 
0 - þ Tt سدم‎ 
arg ( (= 3 2r] 
e . ._ امدء اح |محجهاع)‎ | 
6 AB) = [2r] + 6 AB) =2 [2r] سد‎ 


أجوبة امتحان الدورة الاستدراكية 2010 


من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحى : 


O OC OC ORO CC OC O | | + OC OO 


و ر اجن 


ABC = 60° 


و هذا يعني أن المثلث )48 متساوي الساقين رأسه 8 
و قياس الزاوية 8 هو 60° . 
و بالتالي : 48€ مثلث متساوي الأضلاع . 


عندما نسحب عشوائيا كرتين بالتتابع و بدون إحلال من صندوق يحتوي على 
8 كرات فإنه توجد جم إمكانية لسحب الكرة الأولى و توجد 61 إمكانية 
لسحب الكرة الثانية . 

إذن هذه التجربة العشوائية تحتمل 014 × 0 نتيجة ممكنة . 

card(0) = C x 04 = 8x7 = 56  : يعني‎ 

بحيث : () هو كون إمكانيات هذه التجربة العشوائية . 


° < C((((ODDDD>-—— 
: للحصول على كرتين تحملان معا العدد 2 لدينا‎ 
. إمكانية لسحب كرة أولى تحمل 2 في السحبة الأولى‎ )3 
. ر إمكانية لسحب كرة ثانية تحمل 2 في السحبة الثانية‎ 


3 6 8 تلت OR‏ مسد 7 
28 56 56 )سم PUN‏ 
الحصول على كرتين إحداهما على الأقل تحمل 3 يمكن أن يتم عن طريق 


حالتين و هما : 
الحالة الأولى : الحصول على الكرة الأولى تحمل 3 و الكرة الثانية تخالف 3 
ب € × 62 إمكانية . 
الحالة الثانية : الحصول على الكرة الأولى مخالفة ل 3 و الكرة الثانية تحمل 
3 ب CXC‏ إمكانية . 
إذن : احتمال الحصول على كرتين إحداهما على الأقل 3 يساوي : 

card(B) C} xC3 + غ0‎ xc} 26 13 


للع و ل ا ل O‏ ل ممم الس B‏ 
28 56 56 لك 


و --<<<«60)0(22222))> ° 
> المتغير العشوائي الذي يربط كل سحبة بعدد الكرات التي تحمل عددا 

0 

عندما نسحب كرتين بالتتابع و بدون إحلال من صندوق يحتوي على خمس 

كرات تحمل أعدادا فردية و 3 كرات تحمل أعدادا زوجية . فإنه يُحتمل أن 

نحصل على كرات كلها تحمل أعدادا فردية أو كرة واحدة تحمل عددا فرديا . 

ويمكن ألا نحصل على أية كرة تحمل عددا فرديا . 


0-0 
07000 
ا 
أو بتعبير أجمل : (0:1:2) = (0) × 
للإجابة على الأسئلة الأخرى نستعين بشجرة الاحتمالات التالية و التي تم 


الحصول عليها انطلاقا من التجربة العشوائية ( السحب العشوائي بالتتابع 
و بدون إحلال) 


66| u1 


دن |66 


الكرة الكرة 
الثانية الأولى 


ه«<<«666692222>> ° 

[1 = ]ص هو احتمال الخصول بالضبط على كرة تحمل عددا فرديا . 

ا 
15 30 15 15 


5353 05 
8 7 8 7 56 56 56 28 


° <((((©2 DDD > >— 


نقصد بقانون احتمال المتغير العشوائي 6 التطبيق ٥‏ التالي : 


p|X - 1[ = 


]0;1[ جم }0;1;2{ : P,‏ 
لدينا حسب السؤال 1) : > = p)4(‏ إذن : >= [0 - ]م 
و لدينا كذلك : |1 = كنام - [0 = علطام - 1 = ]2= plX‏ 
5 15 3 0 
14 28 28 
و بالتالي : قانون احتمال المتغير العشوائي × هو التطبيق ,2 المعرف 
ندا على : [0:1] جا [0:1:2) 
0١ 3‏ 
- [0 - ]م ها 0 
15 _ _- 
ام هذ 1 
5 _ 
”2= كرامج جم 2 


11 اکت 
م-««™(((_©©€(((» ° 
لنبرهن على صحة العبارة (,2) التالية : 0 > (P,) : (vneN) : u,‏ 
لدينا : 0 < 1 = وا إذن العبارة (20) صحيحة . 
نفترض أن : 0 > (vneN) : u,‏ 
إذن : ,ا كمية موجبة قطعا . 
و منه فإن الكميتان 3u,‏ و 21 + ,ا موجبتان قطعا كذلك . 

Un 
u, F21 


إذن الكمية موجبة قطعا باعتبارها خار ج كميتين موجبتين . 


من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحى : 


OOOO OO 


OV 06 


OO OO OC 


3-7 
يعني : 0< ل (vneN) j‏ 
Un‏ + 21 ا 
أي : 0> o EXE (vneN) ; un‏ 
يعني أن العبارة (,, ,8) عبارة صحيحة . 
و بالتالي : 0 < (vneN) : u,‏ 


ه<««<<«2 22 666)2>---ه 


ليكعن ٨۸‏ عددا صحيحا طبيعيا . 
لدينا : 0 < ,ره إذن التعبير ت مُعَرّف .( المقام يجب أن يخالف الصفر) 
3 1 


ا اي د ا 
بب11 21-32 U,‏ 21-11 ب 
Un+1 3‏ 
إن : -د - ; (vneN)‏ 
Un 21U,‏ 
نعلم أن : 0 < ںا إذن: 21< ,ريه + 21 
ا 1 ا 
يعدي . حت > س کي و 5 
٤‏ 61 هخ 21 ١‏ 21 له + 21 
ان 1 3 1 Un+1‏ 
يعدي . <- س ل : لكا “لحف اكه 
Un Z1+un 7 0‏ 
1 
و بالتالي : (vneN) ; u U Ta n‏ 
—>>))®(((» ° 
نعلم أن : 1 > 
ب Un N‏ نحصل على : 
(vneN) ; >U > u, | (DD)‏ 


1 1 1 
و نعلم كذلك حسب السؤال 2) أن : Un+1 > 2n‏ : (للاع؟9) |(2) 
إذن من النتيجتين (1) و (2) نجد ما يلي : ; (vneN)‏ 
و بالتالي : برو(وا) متتالية تناقصية . 
و بما أنها مصغورة بالعدد 0 ( 0 < ,بره ) فإنها متقاربة . 


ه--«<<2222 )>0 


من أجل 0 = ۸ . لدينا : 2) > 1= u‏ 


إذن العبارة صحيحة من أجل 0 = ۸ 


Un+1 < Un 


E " 
(vneN) : Uu, >> 6 نفترض أن‎ 
1 
(vneN) ; u,+1 < >u, : (2 لدينا حسب السؤال‎ 
1 1“ : 
(vneN) : Un+1 < 7 Un < 06 : إدن‎ 


1 1+1 ١ 
Un+1 < 6 . تي‎ 
)2 + 1( إذن العبارة صحيحة من أجل‎ 


و يالى 


(vneN) ; 


(vneN) : Uu, >> 6 


٠ >>)6600)9)40 22 2«2«<«--« 


لدينا : Û)‏ ك (vneN) ; 0> u,‏ 
و بما أن : () متتالية هندسية أساسها + و هو عدد موجب و أصغر من 1 


ا 


0 


OO OOOO. OOOO 7 


(1) ا‎ : g)x( < 0 | : إذن‎ . 0 eS 


n 


0 
lim per - 0  : فلن‎ 
7 


2 < 1 : الحالة الثانية : ]00+ :1] ع × يعني‎ nco 
1; إذن : > لأن و تزايدية‎ N" 
(2)| Vx e [1;+[ : g)x( <0 | : إذن‎ . g)1( < 0 ولدينا:‎ 
. 2610: +] : 9)2( < 0 : من النتيجتين (1) و 0 نستنتج أن‎ 0 0 
. [0: +60] ليكن × عنصرا من المجال‎ 1 1 


75555 لدينا : س5‎ . »>)06)0966 7222-٠ 


x2 
: امن المجا‎ : 
, x2 (1 +) - مم2‎ - 1 + 1n») لدينا‎ . [0; +٥] لیکن × عنصرا من المجال‎ 
| (= 1 + ea ادن‎ (+ - 1()3:2 + 3× + 2( = 3:3 + 3×2 + 2× - 32 - 3-2 
= 3x3 - × -2 


x2 + x - 2x + 2x - 2X În x 


٠-6099 (222<<«-«‏ و 


ليكن × عنصرا من المجال ]0+ ;0[ . 3+ 3x -2xlnx _ x -x- 2n‏ + 2 8 
لدينا  :‏ 3+ م21 - مر - ةير ع g)×x(‏ إذن : 3 1 
2 3 اتا . ))9 
(2 + 3% + ا 2-×- 33 2 و بالتالي : کک = من (Vx >0) ; f‏ 
255075171565155 ل للستت 37-1 =( و 
ا ا 0 < (Vx >0) ; g(x)‏ 
«<O 8‏ 8 ولدينا: ‏ 0 < × : (0 >< >۷( 
ليكن × عنصرا من المجال ]00+ ;0[ . يعني : 0 < × کن" م 92 ; )0> (Vx‏ 
إذن: 0 < 2 +32 + 325 و 2<0 
7 32 يعني: 0 < (2) f‏ : (0 < ×۷) 
ومنه : کت موجبة قطعا باعتبارها خارج كميتين موجبتين قطعا . 
XxX‏ 


و بالتالي : ۴ دالة تزايدية قطعا على المجال ]00+ ;0[ . 
HE HE2‏ 


و بالتالي: 0< تلح رز (0 < بوم e <C XIM‏ 
م «<<<222©© ٠066©‏ | ب )ور درو 


x2 

ليكن × عنصرا من المجال +٥]‏ :0[ . 
nx | (x - 1()3::2 + 3× + 2(‏ 5 5 : 
لدينا : +7 =()) و ع 1+21 ( ip‏ 


X 


X X 
3x2 + 3x + 2 0 ١ 
بير بر‎ (Vx > 0) و لقد علمنا من قبل أن : 0< سس رز‎ 


إذن : إشارة (») 9 تتعلق فقط بإشارة (1 - ») على المجال ]0+ :0[ . 


ه-«<<2222 6666007810 ° 001-60-0 +) + 0-1 = 


۵ - = ص - 1- = (ص+)(ص+) + 1- 
ليكن × عنصرا من المجال |1 ;0| . إذن : 1> × 
يعني : 0 > (1-») ومنه: 0 > (») 9 
يي ان الا ر تناقصية على امال ]10,1 , و تأويل هذه النهاية هندسيا هو : " المستقيم ذو المعادلة 0 = × 
ليكن × عنصرا من المجال ]+ :1] . إذن : ۹ x z21‏ (محور الأراتيب) مقارب عمودي للمنحنى( ) بجوار الصفر على اليمين 
ومنه: 0 < )x-1(‏ يعني : 0< (2) 9 
يعني أن الدالة و تز اه <€(((((-“X210 DDD [1; +oo[‏ ° 
<O‏ ° ا 1( Ii‏ ل 
ل 1)]- و[ = 
ليكن × عنصرا من المجال ]00+ :0[ . نفصل بين حالتين : ee‏ 
الحالة الأولى : [0,1[ ع × يعني : 1 > × 0= (0)1-0+0 = 
إذن : (9)1 < (×)و ( لأن و تناقصية على [1 ;0[ ) 


أجوبة امتحان الدورة الاستدراكية 2010 من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي : صان الصفحة : 110 


و بالتالي : م = (») f‏ 110 
05ج 


lim 7‏ 
X‏ م لدج در 


121221111157 
200000602 im, F(0 = Jim ETT 


كت مج عر 5 6 

ا x ax = lt - | war - lim (e-1) + lim‏ )2( |= و 7 ش 
(+o) +0 = +0‏ = 
نن : | + = ۵ عار ]د | ب مھ + اشع 
x11‏ 

ه-«<<222( 60620209)>> ° د 
لدينا : ee mm e‏ 

6 2260)6©© مجر : : «<ج<2‎ X مجر‎ 37 x3 

+ 1-2 )ی وز +1-0- لتكن 4 مساحة الحيز من المستوى المحصور بين المنحنى ( 7) و المستقيم 


(۸) و المستقيمين اللذين معادلتاهما 1 × و عم=x‏ . 


1= )1+0(1-0+0= نقيس المساحة 4ى باستعمال التكامل التالي : 


)2( 
xX‏ 1 + 1 دعن 6 
ادن 1 lim‏ أعجه- = |f(x) — (x + 1(| dx‏ | =4 
X‏ مجر xX‏ 1 1 
x—-1+lnx‏ ولدينا : [1]1,6 € × إذن : |1 < × 2) ومنه :|0 < مم[ (2) 
و لدينا كذلك ) 2 +1-( lim (f(x) - 12( > lim‏ 1 
x‏ نجمع المتفاوتتين (1) و (2) طرفا بطرف نجد : 1 < 2 م[ +2 
و م[ + 1- - يعني  :‏ 0 < 2م[+ 1 -2 Vxe [1,e];‏ 
1 دنا 00 x -1+lnx‏ 
1- = 1+0- - ومنه: 0< —7—— : [1:6] Vx e‏ 
x—~1+linx| x-~-1t+tlnzx + | 2‏ 
إدن : 1- = )× - )( SE lim (f‏ سے ; [1:6] ع2 
0 +د¬× 


٠ بالتالى بالرجو ع الى آخر تعبير للمساحة 4 نجد‎ 5 TT KE 
من النهايات ( 1) و ( 2) و ( 3) نستنتج أن المستقيم (۸) ذو المعادلة و بالتالي ع إلى‎ 


y= × -1‏ مقارب مائل للمنحنى ( 7) بجوار 00+ . مه إتتعيتم | - 7 سه هك ١‏ 
٠ <((((6D)DDDD>>—e‏ م 0 ا 1 په 


اا الما (7) للمنحنى (7) في النقطة التي زوج إحداثيتيها (1,0) 

تکتب على الشكل : (۴)1 + (1 - )(1) f‏ = بز : (1) 

f )1( =3 و‎ Ff)1( =0 : لدينا‎ 

إذن : (1- ))3 = بر: (1) تعر 4١‏ _ 1( - 2 1)_,- 
6 (- 1) = (- لبيك 2-1 


- ee ° <((((@0)DDD>>— 


Y: 1 


2 - :×- ¢ / 4 د 1 1 


-X: -2 مر‎ X: 1 
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